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Geodeettinen laskenta

Geodeettinen laskenta tarkoittaa geodesiaan ja fotogram-
metriaan liittyvaa matematiikkaa ja laskentatekniikoita

Geodeettisen laskennan asiat liittyvat:
— Geodeettisten ja fotogrammetristen havaintojen kasittelyyn
— Mittausten virheisiin ja tarkkuuteen
— Koordinaatistojen ja projektioiden matematiikkaan
— Koordinaattimuunnoksiin ja -konversioihin
— Rakentamisen suunnittelun ja toteutuksen mittauksiin

Oppimisen nakokulmasta geodeettisessa laskennassa on kyse
mittaus- ja kartoitustekniikan asioiden perustelusta

Oppimisen vuoksi on tarkoituksenmukaista tehda geodeet-
tiseen laskentaan liittyvaa ajattelu- ja kasityota
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Kirjoittajan ura geodeettisen
laskennan parissa

1974: lukion pitka matematiikka 1992: julkaisu ”Satunnaisvirheiden

1979: diplomi-insindéritutkinnon kasautuminen ja tasoituslaskenta”
matematiikka (noin 50 op) e 1992:julkaisu “Jonomittauksen
1984-1985: kaksi verkkotasoitus- laskuesimerkki”

ohjelmaa ja vuoroveden analysointi- e 2002: julkaisu ”Koordinaattijarjes-
ohjelma Georeda Ltd:n palveluksessa telmien matematiikkaa”

1986-1988 sadekimppualuetasoi- e 2008 (2012): julkaisu ”Mittaus- ja
tusohjelmisto Finnmap Oy:lle kartoitustekniikan perusteet”

1990: lisensiaattitutkimus ”"Foto- e 2009: julkaisu “"Geodeettisen lasken-
grammetrisen pistetihennyksen nan matemaattisia menetelmia”
laadunvalvonta laskennallisin * Vuosia itseopiskelua geodeettisen
menetelmin” laskennan aiheiden parissa

1992: julkaisu "Rakennusteknillisten * YIi 30 vuotta geodeettisen laskennan

mittausten laskuharjoitustehtavia” opetusta



Geodeettisen laskennan perusteet

Trigonometriset funktiot, kolmion ratkaisut,

* Geodeettisen laskennan geodeettiset kaanteis- ja paatehtavat,
perusteet ovat geometriaa, geodeettiset leikkaukset
erityisesti analyyttista a) Suuntien orientointi N
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* Analyyttinen geometria tutkii
matemaattisia ongelmia taso-
tai kolmiulotteisiin koordinaa-
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vaakakehiin
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) Geodeettinen kiainteistehtivia
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* Geodeettisen laskennan
erityispiirteet liittyvat mit-
tauskojeiden rakenteeseen,
havaintojen suoritukseen,
koordinaatistojen maaritte-
lyyn ja maanmittausalan
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Ylimaaritettyjen mittausten laskenta

Nykykyisin suurin osa geodeettisista ja fotogrammetrisista
mittauksista on ylimaaritettyja mittauksia

Mika tahansa mittausongelma voidaan ratkaista yksikasittei-
sesti tehtavasta riippuvalla minimimaaralla havaintoja: kun
havaintoja tehdaan enemman, on mittaus ylimaaritetty

Ylimaaritys tuo tehokkaasti esille, etta mittaukset eivat sovi
ristiriidattomasti toisiinsa: tama mahdollistaa virheiden
arvioinnin, mutta toisaalta synnyttaa tarpeen maaritella
optimaalinen mittaustulos

Optimaalinen tulos ratkaistaan lahes aina pienimman neli6-
summan menetelmalld, mika on yleisesi kaytetty tilasto-
matemaattinen estimointimenetelma

Estimoinnissa tarvitaan differentiaalilaskentaa, matriiseja ja
tilastomatemaattisia testeja



Havaintojen esikasittely

Havainnot tuodaan varsinaiseen laskentaan esikasittelyn kautta
Esikasittelyssa lasketaan ainakin havaintojen keskiarvot

Arvioidaan myds havaintojen (a priori) tarkkuus: perusteena ovat
laitevalmistajan tiedot, kalibrointitiedot, toistohavaintojen vaihtelu

Toistohavaintojen vaihtelu voi tuoda esille karkeita virheita, jotka
poistetaan jatkolaskennasta

Tunnetut systemaattiset virheet korjataan: prismavakio, saa-
korjaus, refraktiokorjaus ja akselivirheet

Huomioidaan lopuksi korkeustason ja karttaprojektion vaikutukset
etaisyyksiin, kulmiin ja suuntiin: puhutaan projektiokorjauksista

Havaintoihin tehtavia korjauksia kutsutaan yleisesti reduktioiksi
Jatkolaskentoihin siirretaan vain redukoidut havainnot
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Virheet ja tarkkuus

Virheiden arviointi ja kasittely on minka tahansa tieteenalan ja erityisesti
mittausteknisen alan ydinsisaltoa

* Virhe on suureen havaittu

arvo miinus oikea arvo

* Tarkkuus on virheen arvioitu
suuruus

e Virheet luokitellaan:
— Karkeat virheet
— Systemaattiset virheet

— Satunnaiset virheet

Jos virheita ei ha”'ta’ ei kannata Mittauksissa pyrltaan tilanteeseen,

puhua mittausten laadusta jossa havainnoissa on vain
satunnaisia virheita
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Virheiden luokittelu

Karkea virhe - kohdistuu yksittaiseen havaintoon -
havaitaan ja poistetaan

Systemaattinen virhe = kaikkiin havaintoihin tai
joukkoon havaintoja samalla tavoin - maaritetaan ja
korjataan

Satunnainen virhe = kohdistuu kaikkiin havaintoihin
ennalta arvaamattomalla tavalla = virheen suuruus
arvioidaan toiston ja ylimaarityksen avulla

Tavoite ja oletus on, etta havainnoissa on
esikasittelyn jalkeen vain satunnaisia virheita



Normaalijakauma ja virhe-ellipsi

Normaalijakauma on satunnaisten Tiheysfunktio ja kertymafunktio

virheiden vaihtelua kuvaava
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Keskiarvo, keskihajonta ja
keskiarvon keskihajonta

Yksinkertaisessa toistomittauksessa mittaustulos on havaintojen
keskiarvo ja mittaustuloksen tarkkuus on keskiarvon keskihajonta

2.4
n

Keskiarvo X

Jaannosvirhe v, =/, —-X

Keskihajonta s= ﬂzv
Keskiarvon keskihajonta s, =
kst orta s=

Tama on tarkeéa periaate: MITTAUSTULOS TARKENTUU TOISTOSSA,
JOS HAVAINNOISSA ON VAIN SATUNNAISIA VIRHEITA
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Mittauksen matemaattinen malli

Suureet
Funktionaalinen malli
Stokastinen malli
Mittausten laskenta

perustuu lahinna
matriisilaskentaan

Virheettomsit Tunnetut

vakiot suureet
FUNKTIONAALINEN T
MALLI LASKENTA SARLEtuYA

F{1,x) = 0, c Kkpl yhtsloitid suureet

parametrivektori

MITTAUS seliziig

suureet

X == [X]_,Xz,---,xu]
havaintovektori
1= [ 11,12,...,ln]

Havaintojen satunnaiset

et —— STOKASTINEN MALLI Cyj, W




Takymetrimittauksen
maaritysyhtalot
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Satunnaisvirheiden kasautuminen

e Tutkitaan virheiden
periytymista

 Lahdetaan liikkeelle
havaintojen arvioi-
duista tai oletetuista
virheista (a priori)

e Arvioidaan havain-
noista johdettujen
suureiden virheet
(tarkkuus)

Tama kaavio kuvaa maaraista mittausta
(redundanssi, ylimaaritys, on nolla)

Havaintojen a priori

tarkkuus: FUNKTIONAALINEN
- havaintojen toisto MALLI x=F(1)
- kalibrointi |
- laitevalmistajan tiedot Linearisointi
STOKASTINEN RAKENNE-
MALLI Cj; MATRIISI B
I I
G =Be BT




Ylimaaritettyjen mittausten laskenta

 Mika tahansa mittausongelma voidaan ratkaista
vksikasitteisesti ongelmasta riippuvalla minimi-
maaralla havaintoja

* Jos ratkaisua varten tehdaan enemman havaintoja
kuin minimimaara, on mittaus ylimaaritetty

* Ylimaaritetyt mittaukset lasketaan pienimman
neliosumman menetelmalla

* Pienimman neliosumman ratkaisussa yhdistyvat
tuntemattomien ratkaisu ja niiden tarkkuuden
arviointi . .

ylimaaritys = redundanssi
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Pienimman neliosumman periaate

Pienimman neliosumman periaatteen mukaisessa laskennassa varsinaiset
tuntemattomat (x) ja havaintojen jdannosvirheet tai residuaalit (v)
ratkaistaan minimoimalla jdanndsvirheiden painotettu neliosumma

Pienimmiin neliosumman tasoitusehto: funktionaalisen mallin
ratkaisu haetaan minimoimalla funktio

n
i
O =>wy =vIWyv %o
i=1

w, = havainnon paino

c,? = a priori varianssikerroin
2 . . .

o,” = havainnon varianssi

v. = havainnon residuaali
v = residuaalivektori

W = pamomatrusi

Pienimman neliosumman menetelmaa on kaytetty yli 200 vuotta
(Adrien Marie Legendre 1805 ja Carl Friedrich Gauss 1797/1809)
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Pienimman neliossumman

laskentatapaukset

Yleinen tapaus: koordinaattimuunnokset

Ehtoyhtalotasoitus: kasin laskenta, likimaaraisten laskentamenetelmien johto
Virheyhtalotasoitus: yleisin tapa mittausten laskennassa

CMALLIF(L =0

r<o0 r=20 r=0

Midraamaton Miidridinen Ylimédritetty
malli malli x = F(Z) malli F(f, x)=0
(r = redundanssi)
Yleinen Ehtoyht:ilo- Virheyht:ilo-
tapaus tasoitus tasoitus
F(Z,x)=10 F{i)=0 I-Fx)=10
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Tarkkuuden arviointi

CHI-SQUARE ( iX?) DISTRIBUTION AND CONFIDENCE TEST

1 xz - distribution probability density function

Tarkkuuden arviointi pienimman -1
nelidsumman menetelmin T z%x;"zc%) R
vhteydessa on tasapainoilua v even : Glw/2) = (v/2 - 1)1
oletusten, teoreettisten nikemysten T T s B -
ja toteutuneiden virheiden kanssa o2 .
ARVIO TOTEUTUMA 5 1

Etukateen (a priori)

Jalkikateen (a posteriori) P(x) \\

Jaannosvirheet (v)

? verrataan

Havaintojen keskihajonnat (o)

2
V.
&) 2. Xz - distribution function

A priori varianssikerroin (o7 ) Estimoitu varianssikerroin (s¢ =

e

X

2'x k
P(X) = ///F F(t)dt = F(Y)[.l + ]
3 v L (v+2) (v+4) ... (v+2k)
k=1

v

2
Painot (p = G—°2) Painoyksikdn keskivirhe (s,)
c

lim P(X) =1

X —» o0

3. Confidence test

Johtopaatokset perustellaan tilasto-

A
. . We test null hypothesis Hg : 6% = 6% at probability level p$%
matemaattisten testien avulla s o
; ; v 2 v
Hy is accented when : 2 < éa = =
=, S

X, P = (1 - IP(;/; )/ ; X::\ . P(X Jm Efwatiys

Too
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