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Geodeettinen laskenta

• Geodeettinen laskenta tarkoittaa geodesiaan ja fotogram-
metriaan liittyvää matematiikkaa ja laskentatekniikoita

• Geodeettisen laskennan asiat liittyvät:
– Geodeettisten ja fotogrammetristen havaintojen käsittelyyn

– Mittausten virheisiin ja tarkkuuteen

– Koordinaatistojen ja projektioiden matematiikkaan

– Koordinaattimuunnoksiin ja -konversioihin

– Rakentamisen suunnittelun ja toteutuksen mittauksiin

• Oppimisen näkökulmasta geodeettisessa laskennassa on kyse
mittaus- ja kartoitustekniikan asioiden perustelusta

• Oppimisen vuoksi on tarkoituksenmukaista tehdä geodeet-
tiseen laskentaan liittyvää ajattelu- ja käsityötä
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Geodeettinen laskennan viitekehykset

17.9.2019 Pasi Laurila / Lapin AMK 3

Kyse on mittausprosessin 

laadunvalvonnasta



Kirjoittajan ura geodeettisen 
laskennan parissa

• 1974: lukion pitkä matematiikka

• 1979: diplomi-insinööritutkinnon 
matematiikka (noin 50 op)

• 1984-1985: kaksi verkkotasoitus-
ohjelmaa ja vuoroveden analysointi-
ohjelma Georeda Ltd:n palveluksessa

• 1986-1988 sädekimppualuetasoi-
tusohjelmisto Finnmap Oy:lle

• 1990: lisensiaattitutkimus ”Foto-
grammetrisen pistetihennyksen 
laadunvalvonta laskennallisin 
menetelmin”

• 1992: julkaisu ”Rakennusteknillisten 
mittausten laskuharjoitustehtäviä”

• 1992: julkaisu ”Satunnaisvirheiden 
kasautuminen ja tasoituslaskenta”

• 1992: julkaisu ”Jonomittauksen 
laskuesimerkki”

• 2002: julkaisu ”Koordinaattijärjes-
telmien matematiikkaa”

• 2008 (2012): julkaisu ”Mittaus- ja 
kartoitustekniikan perusteet”

• 2009: julkaisu ”Geodeettisen lasken-
nan matemaattisia menetelmiä”

• Vuosia itseopiskelua geodeettisen 
laskennan aiheiden parissa

• Yli 30 vuotta geodeettisen laskennan 
opetusta
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Geodeettisen laskennan perusteet

• Geodeettisen laskennan 
perusteet ovat geometriaa, 
erityisesti analyyttistä 
geometriaa

• Analyyttinen geometria tutkii 
matemaattisia ongelmia taso-
tai kolmiulotteisiin koordinaa-
tistoihin sijoitettuina

• Geodeettisen laskennan 
erityispiirteet liittyvät mit-
tauskojeiden rakenteeseen,  
havaintojen suoritukseen, 
koordinaatistojen määritte-
lyyn ja maanmittausalan 
perinteisiin
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Trigonometriset funktiot, kolmion ratkaisut, 

geodeettiset käänteis- ja päätehtävät, 

geodeettiset leikkaukset



Ylimääritettyjen mittausten laskenta
• Nykykyisin suurin osa geodeettisista ja fotogrammetrisista 

mittauksista on ylimääritettyjä mittauksia

• Mikä tahansa mittausongelma voidaan ratkaista yksikäsittei-
sesti tehtävästä riippuvalla minimimäärällä havaintoja: kun 
havaintoja tehdään enemmän, on mittaus ylimääritetty

• Ylimääritys tuo tehokkaasti esille, että mittaukset eivät sovi 
ristiriidattomasti toisiinsa: tämä mahdollistaa virheiden 
arvioinnin, mutta toisaalta synnyttää tarpeen määritellä 
optimaalinen mittaustulos

• Optimaalinen tulos ratkaistaan lähes aina pienimmän neliö-
summan menetelmällä, mikä on yleisesi käytetty tilasto-
matemaattinen estimointimenetelmä

• Estimoinnissa tarvitaan differentiaalilaskentaa, matriiseja ja 
tilastomatemaattisia testejä
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Havaintojen esikäsittely
• Havainnot tuodaan varsinaiseen laskentaan esikäsittelyn kautta

• Esikäsittelyssä lasketaan ainakin havaintojen keskiarvot

• Arvioidaan myös havaintojen (a priori) tarkkuus: perusteena ovat 
laitevalmistajan tiedot, kalibrointitiedot, toistohavaintojen vaihtelu

• Toistohavaintojen vaihtelu voi tuoda esille karkeita virheitä, jotka 
poistetaan jatkolaskennasta

• Tunnetut systemaattiset virheet korjataan:  prismavakio, sää-
korjaus, refraktiokorjaus ja akselivirheet

• Huomioidaan lopuksi korkeustason ja karttaprojektion vaikutukset 
etäisyyksiin, kulmiin ja suuntiin: puhutaan projektiokorjauksista

• Havaintoihin tehtäviä korjauksia kutsutaan yleisesti reduktioiksi

• Jatkolaskentoihin siirretään vain redukoidut havainnot
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Virheet ja tarkkuus

• Virhe on suureen havaittu 
arvo miinus oikea arvo

• Tarkkuus on virheen arvioitu 
suuruus

• Virheet luokitellaan:
– Karkeat virheet

– Systemaattiset virheet

– Satunnaiset virheet
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Virheiden arviointi ja käsittely on minkä tahansa tieteenalan ja erityisesti 

mittausteknisen alan ydinsisältöä

Mittauksissa pyritään tilanteeseen, 

jossa havainnoissa on vain 

satunnaisia virheitä

Jos virheitä ei hallita, ei kannata 

puhua mittausten laadusta



Virheiden luokittelu

• Karkea virhe → kohdistuu yksittäiseen havaintoon → 
havaitaan ja poistetaan

• Systemaattinen virhe → kaikkiin havaintoihin tai 
joukkoon havaintoja samalla tavoin → määritetään ja 
korjataan

• Satunnainen virhe → kohdistuu kaikkiin havaintoihin 
ennalta arvaamattomalla tavalla → virheen suuruus 
arvioidaan toiston ja ylimäärityksen avulla

• Tavoite ja oletus on, että havainnoissa on 
esikäsittelyn jälkeen vain satunnaisia virheitä

17.9.2019 Pasi Laurila / Lapin AMK 9



Normaalijakauma ja virhe-ellipsi
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Normaalijakauma on satunnaisten 
virheiden vaihtelua kuvaava 

matemaattinen malli

Keskiarvo, keskihajonta ja varianssi

Tiheysfunktio ja kertymäfunktio

Todennäköisyystasot

Kaksiulotteinen normaalijakauma ja virhe-ellipsi

Histogrammi



Keskiarvo, keskihajonta ja 
keskiarvon keskihajonta

17.9.2019 Pasi Laurila / Lapin AMK 11

Yksinkertaisessa toistomittauksessa mittaustulos on havaintojen 

keskiarvo ja  mittaustuloksen tarkkuus on keskiarvon keskihajonta

Keskiarvo

Jäännösvirhe

Keskihajonta

Keskiarvon keskihajonta

Tämä on tärkeä periaate: MITTAUSTULOS TARKENTUU TOISTOSSA, 

JOS HAVAINNOISSA ON VAIN SATUNNAISIA VIRHEITÄ

.

.



Mittauksen matemaattinen malli
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Suureet

Funktionaalinen malli 

Stokastinen malli

Mittausten laskenta 
perustuu lähinnä 
matriisilaskentaan



Takymetrimittauksen 
määritysyhtälöt
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Satunnaisvirheiden kasautuminen

• Tutkitaan virheiden 
periytymistä

• Lähdetään liikkeelle 
havaintojen arvioi-
duista tai oletetuista 
virheistä (a priori)

• Arvioidaan havain-
noista johdettujen 
suureiden virheet 
(tarkkuus)
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Tämä kaavio kuvaa määräistä mittausta 

(redundanssi, ylimääritys, on nolla)



Ylimääritettyjen mittausten laskenta

• Mikä tahansa mittausongelma voidaan ratkaista 
yksikäsitteisesti ongelmasta riippuvalla minimi-
määrällä havaintoja

• Jos ratkaisua varten tehdään enemmän havaintoja 
kuin minimimäärä, on mittaus ylimääritetty

• Ylimääritetyt mittaukset lasketaan pienimmän 
neliösumman menetelmällä

• Pienimmän neliösumman ratkaisussa yhdistyvät 
tuntemattomien ratkaisu ja niiden tarkkuuden 
arviointi
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ylimääritys = redundanssi



Pienimmän neliösumman periaate
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Pienimmän neliösumman periaatteen mukaisessa laskennassa varsinaiset 

tuntemattomat (x) ja havaintojen jäännösvirheet tai residuaalit (v) 

ratkaistaan minimoimalla jäännösvirheiden painotettu neliösumma

Pienimmän neliösumman menetelmää on käytetty yli 200 vuotta 

(Adrien Marie Legendre 1805 ja Carl Friedrich Gauss 1797/1809)



Pienimmän neliösumman 
laskentatapaukset
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Yleinen tapaus: koordinaattimuunnokset
Ehtoyhtälötasoitus: käsin laskenta, likimääräisten laskentamenetelmien johto

Virheyhtälötasoitus: yleisin tapa mittausten laskennassa

Laajennuksia:

Pakkoehtojen 

rajoittamat 

laskennat

Vapaa tasoitus



Tarkkuuden arviointi
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Tarkkuuden arviointi pienimmän 
neliösumman menetelmän 

yhteydessä on tasapainoilua 
oletusten, teoreettisten näkemysten 
ja toteutuneiden virheiden kanssa

Johtopäätökset perustellaan tilasto-
matemaattisten testien avulla
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